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ABSTRACT

Life and reliability are among the most important engineering attributes in product design.

Determining the life of a system is a challenging task due to the complex physical phenomena

involved. In engineering practice time-dependent performances and the life of a system are

mostly obtained by on-site measurements in the form of reliability data. Statistical analysis with

these data could provide useful information in understanding a design. With a new design in its

concept stage, the standard approach requires measurements on mass prototypes that requires

a large amount of time and resources. In this research we extend the information of existing

products to predict the performances and life of a design in the concept development stage.

We first use the maximal likelihood (ML) method with respect to reliability data in fitting the

time-dependent performances of existing design results. Each design outcome is then associated

with a set of optimal distribution parameters accompanied by a given confidence interval. For

example with location-scale distributions such as Weibull, we focus on the location parameter

and its variance, the scale parameter and its variance , and the covariance of the location

and scale parameters. A Kriging model that aims to interpolate a design with its multiple

attributes is then created to build the hyper-surface of the relations between design variables

and all the ML parameters with existing field data. By deliberately combining Kriging model

and MLE , we are able to obtain not only the predicted life of a design before its production

and testing, but also the ‘confidence’ of the prediction. Various numerical examples show the

validity and the efficiency of the proposed method. In this work we demonstrate the usefulness

of the Kriging model by integrating it in the optimal life-cycle design of cantilever beam and

bicycle frame. An adjustable compliant back support is to be optimized with constraints on

the life and reliability under uncertain operating conditions. Results show that the proposed

method could readily be implemented to predict any time-dependent performances.
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��� ��� ��� ������

1.1 ������������

�������������������������������������

���������������������������������������

� [1]�������������������������������������

������������

��������������������������������������

��������������� [2]�����������������������

����������������������������������������

������������������������

��������������������������������������

���������������������������������������

����������������������������������������

��(Reliability-Based-Design-Optimization,RBDO) [3]����������������

����������������������������������������

������ [4]��� [5]��� [6]��� [7]�����������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

��������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������
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����������������������������������������

��������

1.2 ������������

��������������������������������������

����������������������������������������

���������������������������������������

��

��������������������������������������

����������������������������������������

��������������������������������

1.3 ������������

������������������

• ������

������������������������

• ��������

�������������������������������������

��������

• ��������

�������������������������������������

����������������������������������

• ����Kriging�����

��Kriging���Cokriging�������������������������

�����
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• ��������

�����������������������������������

• ���������

���������������������������
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��� ��� ��� ������������

�������������������������������������

���������������� [8]����������������������

���������������������������������

• �����

�������������������������������������

�������������������������������������

������������

• �����

�������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

����������������������������������

• �����

�������������������������������������

�������������������������������������

�������“����”���� [9]������������������

�������������“��”(Failure)�����“��”(Safe)�

• ���

�������������������������������������

������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������

2.1 ������������������������������

������������������������������������2.1�
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����������� [10]��������������������������

���������������������������������������

�2.1�����������25�������������������������

� 2.1: ��������

����(��) ����

0 25 109

25 50 42

50 75 17

75 100 7

100 ∞ 13

� 2.1: �����������

��������������������������������������

������������������������� [11]�������������

����� [12,13]��������������������� [14]���������

����������������������������������������

�������������������

2.1.1 ���������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

������������������������������������� [15]�

���
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2.1.2 ���������������

��������������������������������������

�(Complete Data)�����(Censored Data) [10,16]�

• ����

������(Exact Failure)�������������������������

����������������������

• ����

��������(Truncated Data) ���������������������

������������������������������������

������������������������I����II������I��

��������������������II����������������

������������������������I������������

��������������������������(Left-Censored)����

�(Right-Censored)�����(Interval-Censored)����������������

�������������������������������������

�����������

2.1.3 ���������������������

��������������������� [10]��������������

����������������(Failure Time)��T��������������

������T�������������(Cumulative Distribution Function,CDF)��

�����(Probability Density Function,PDF)������(Reliability Function)����

�(Hazard Function)������������������������

• ������

F������T������������(2.1)��������t��������

��������������(Failure Probability Function)���2.2a������

������������������

F (t) = Pr(T ≤ t) (2.1)
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• ������

��������T���(Continous)����2.2b��������������

�����������(2.2)������������������������

��t����������������������������������

�t ∼ (t +∆t)���������������t������������0�t��

�������������������(2.3)�

f(t) =
dF (t)

dt
(2.2)

F (t) =

� t

0

f(τ)dτ (2.3)

• �����

������������(Survival Function)��Re��������������

����������������t�������������(2.4)��2.2c�

Re(t) = 1− F (t) = Pr(T > t) =

� ∞

t

f(τ)dτ (2.4)

• ����

������������(Failure Rate Function)��������������

�(∆t → 0)������������������������(2.5)��

h(t) = lim
∆t→0

Pr(t < T ≤ t+∆t | T > t)

∆t
=

f(t)

1− F (t)
(2.5)

�������������������������������������

������(Instantaneous Failure Rate Function)���2.2d�
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(a) ������ (b) ������

(c) ����� (d) ����

� 2.2: �����������

2.1.4 ������������������������

• ����(Gaussian Distribution)

�����������(Normal Distrbution)�����������������

������������������(2.6)������������(2.7)�

f(t) = φ(t) =
1

σ
√
2π

exp

�
−1

2

�
t− µ

σ

�2
�

(2.6)

F (t) = Φ(t) =
1

σ
√
2π

� t

−∞
exp

�
−1

2

�
τ − µ

σ

�2
�
dτ (2.7)

�����T�������������T ∼ N(µ, σ2)���µ�������

�����������σ����������������������

8



���������2.3a����µ = 0�σ����������������

���µ = 1�σ = 0����������������(Symmetric)���(Bell

Shaped)���������������������������������

��X ∼ N(µX , σ2
X)�Y ∼ N(µY , σ2

Y )��������������������

�(2.8)�

V = aX ± bY ∼ N(aµX ± bµY , a
2σ2

X ± b2σ2
Y ) (2.8)

(a) ��������� (b) ���������

� 2.3: �����

• ����(Exponential Distribution)

�������������������������(2.4)�������

�(2.9)�(2.10)�������f(t)�t = 0��������f(0) = λ�������

�����e−λt��������������

f(t) = λe−λx (2.9)

F (t) = 1− e−λt (2.10)

��λ > 0�����������������(Rate Parameter)��������

�[0,∞)�

• ������(Lognormal Distribution)

�����(0,∞)����T�����������������T������

9



(a) ��������� (b) ���������

� 2.4: �����

������������ �(2.11)�����������(2.12)�

f(t) =
1

σt
√
2π

exp

�
−1

2

�
log (t− µ

σ

�2
�

(2.11)

F (t) =
1

σ
√
2π

� t

−∞
exp

�
−1

2

�
log(τ)− µ

σ

�2
�
dτ (2.12)

���������������

E(T ) = eµ+
σ2

2 (2.13)

Var(T ) = (eσ
2 − 1)eµ+

σ2

2 (2.14)

• ����(Weibull Distribution)

������������������������(2.15)����������

�(2.16)�

f(t) =
κ

λ
(
t

λ
)κ−1e(−

t
λ )

2
(2.15)

F (t) = 1− e(−
t
λ )

2
(2.16)

��λ > 0�����(Scale Parameter)�κ > 0�����(Shape Parameter)����

�����������κ = 1�����������������������

�(Smallest Extreme Value,SEV)��������������(2.17)(2.18)�

f(t) = Φsev

�
log(t)− µ

σ

�
(2.17)

10



(a) ��������� (b) ���������

� 2.5: �����

F (t) =
1

σt
φsev

�
log(t)− µ

σ

�
(2.18)

��Φsev(z) = 1− exp[− exp(z)]�φsev(z) = exp[z − exp(z)]������������

�������������������������������������

�������������������������������������

�������� [17]����������������������2.6����

������

(a) ��������� (b) ���������

� 2.6: �����

11



2.1.5 ���������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

�������������������(Maximum Likelihood)�����������

�����

��������������������������������p�����

�������������������p̂��p̂�p����������������

���������T�����������������������f(ti,p)����

�������n������i������ti��������f(ti,p)��������

���(Likelihood Function)L(p)��

L(p) = f(t1,p)× f(t2,p)× · · · f(tn,p) =
n�

i=1

f(ti,p) (2.19)

��������������p����������������������

�������������������������p��������������

����
∂L(p)

∂p
= 0 (2.20)

��������������������������������������

�������������������������������������(2.7)�

��������������

• ����

Li(p) = f(ti,p) (2.21)

• ����

Li(p) =

� ti

0

f(t)dt = F (ti)− F (0) = F (ti) (2.22)

• ����

Li(p) =

� ti

ti−1

f(t)dt = F (ti)− F (ti−1) (2.23)

12



• ����

Li(p) =

� ∞

ti

f(t)dt = F (∞)− F (ti) = 1− F (ti) (2.24)

� 2.7: ��������

����n��������������t������������T������

������(Location-Scale)������������(2.25)������������

�����������������������������

L(µ, σ) =
n�

i=1

Li(µ, σ; datai) =
n�

i=1

[f(ti;µ, σ)]
δi [1− F (ti;µ, σ)]

1−δi (2.25)

δi =






1 �ti�����

0 �ti�����

����������������������������������������

�����������������(2.17)�(2.18)������(2.25)�����(2.26)�

����������������������������������

• ����

L(µ, σ) =
n�

i=1

�
1

σti
φsev

�
log(ti)− µ

σ

��δi �
1− Φsev

�
log(ti)− µ

σ

��1−δi

(2.26)

• ������

L(µ, σ) =
n�

i=1

�
1

σti
φ

�
log(ti)− µ

σ

��δi �
1− Φ

�
log(ti)− µ

σ

��1−δi

(2.27)
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��������������������������(2.25)���������

�£����

£(µ, σ) = log[L(µ, σ)] = log

�
n�

i=1

Li(µ, σ; datai)

�
=

n�

i=1

£i(µ, σ; datai) (2.28)

������������������������������µ�σ��������

∂£(µ, σ)

∂µ
= 0,

∂£(µ, σ)

∂σ
= 0 (2.29)

���������������µ̂�σ̂�����������������������

��������������

F̂ (t) = F (t, µ̂, σ̂) (2.30)

2.1.6 ���������������������

����������������p������������������(p̂ −

p)��������������������������������������

�������������������p�������������������

�(Confidence Interval)�������T�����������p����������

��p�p����������β�0 < β < 1����

Pr(p ≤ p ≤ p) = 1− β (2.31)

�p�p������p�100(1− β)%������������������������

�(Normal-Approximation Confidence Interval)�����p������������

�
p,p

�
= p̂± z1−β/2ŝep̂ (2.32)

��zp�����������Φnor(zp) = p����������95%�����β =

0.05�p = 0.95�������z0.95 = 1.96����(2.32)�������ŝep̂�������

�(2.33)������£(p)���������p̂�����

ŝep̂ =

����
�
∂£(p)

∂p2

�−1
�����
p=p̂

(2.33)

�����������������������F̂�����������

�
F , F

�
= F̂ ± z1−β/2ŝeF̂ (2.34)

14



ŝeF̂ =

��
∂F

∂µ

�2

�Varµ̂ + 2

�
∂F

∂µ

��
∂F

∂σ

�
�Covµ̂,σ̂ +

�
∂F

∂σ

�2

�Varσ̂

�1/2

(2.35)

����(2.33)��������������(Covariance Matrix)

��
µ̂,σ̂

=




�Varµ̂ �Covµ̂,σ̂
�Covµ̂,σ̂ �Varσ̂



 =



 −∂2£(µ,σ)
∂µ2 −∂2£(µ,σ)

∂µ∂σ

−∂2£(µ,σ)
∂µ∂σ −∂2£(µ,σ)

∂σ2




−1

(2.36)

���������������������������

�
F , F

�
= F̂ (t, µ̂, σ̂)± z1−β/2ŝeF̂ (t, µ̂, σ̂,

�Varµ̂,�Varσ̂, �Covµ̂,σ̂) (2.37)

��2.3����������������������������������

���������70�(n = 70)�������������������������

���������������������2.3���������������95%�

������2.8�

� 2.2: ����������

�� �� ���� �� �� ���� �� �� ����

450 Failed 1 3200 Censored 1 7450 Censored 1

460 Censored 1 3450 Failed 1 7800 Censored 2

1150 Failed 2 3750 Censored 2 8100 Censored 2

1560 Censored 1 4150 Censored 4 8200 Censored 1

1600 Failed 1 4300 Censored 4 8500 Censored 3

1660 Censored 1 4600 Failed 1 8750 Censored 2

1850 Censored 5 4850 Censored 4 8750 Failed 1

2030 Censored 3 5000 Censored 3 9400 Censored 1

2070 Failed 2 6100 Censored 3 9900 Censored 1

2080 Failed 1 6100 Failed 1 10100 Censored 3

2200 Censored 1 6300 Censored 1 11500 Censored 1

3000 Censored 4 6450 Censored 2

3100 Failed 1 6700 Censored 1

15



� 2.3: ������������

�� ����

����� µ̂ 10.1772 10.1432

����� ŝeµ̂ 0.4670 0.5221

95%����
�
µ, µ

�
[9.2618,11.0926] [9.1200,11.1665]

�����σ̂ 0.9448 1.6796

����� ŝeσ̂ 0.2399 0.3900

95%����[σ, σ] [0.5743,1.5542] [1.0654,2.6478]

������F̂ (10000) 0.3019 0.2893

������ŝeF̂ (10000) 0.0807 0.0740

95%����
�
F , F

�
[0.1438,0.4600] [0.1443,0.4343]

� 2.8: ����������
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2.1.7 ������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

������2.9���������������������������������

��E���P���������2.4�

� 2.9: �����

� 2.4: �������

���� �� ��

����(E) N ∼ (200000, 5000) Pa

���(P) N ∼ (21000, 3000) N

����2.4�������2000������������������������

����������2.10����������������������������

��� �������������������2.11����������������

� 2.10: ��������� � 2.11: ���������������
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����������������������������������������

��������������������

������������������������������������3�

����������������������������2.5�2.6��������

���30�120��������������30��������10���������

�120����40�����

� 2.5: ����30������

�� ����� �� ��

880 30 1 2

892 27 1 2

904 24 0 3

. . . . . . . . . . . .

964 9 3 0

976 6 0 3

999 3 0 3

� 2.6: ����120������

�� ����� �� ��

880 120 0 3

883 117 1 2

886 144 0 3

. . . . . . . . . . . .

967 9 0 3

970 6 0 3

997 3 0 3

�������������10�����30�120���������������

��2.12���������30�120�10����������������������

������

� 2.12: ������������
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�2.13��2.14���10�����30�120�������������������

������������������2.13a��2.13b��10����10�������

����2.14�����95%�������

(a) �10�����30�������� (b) �10�����120��������

� 2.13: ���������������

(a) �10�����30����������

��

(b) �10����120����������

� 2.14: �������������������

���������������2.13a�2.14������������������

����������2.15�����30�120������

19



(a) ���30�120�������� (b) ���30�120����������

� 2.15: �����������

��2.15����������30���������������������

�120���������������120���������������������

���������������������������������������

��

20



2.2 ������������������������������

��������������������2.16����������������

����������������������������������

� 2.16: ����������

2.2.1 ���������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

���������� ������������������������������

���������������������������������

• �������������������������������������

����

• ����������������������������������

• �����������������������������������

• �������������������������������������

���

�����X����������������������������

�2.1.4��

21



2.2.2 ������������������������������������

�������������������������������������

�������������g��������g(X)�X = (X1, X2, · · · , Xn)������

�����������������fX(x)�����������������(Joint

Probability Density Function )���������g(X) > 0��������������

���������

Pf = Pr [g(X) > 0] =

�

g(X)>0

fX(x)dx

=

�
· · ·

�

g>0

fX(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (2.38)

Re = 1− Pf = Pr [g(X) < 0] =

�

g(X)<0

fX(x)dx

=

�
· · ·

�

g<0

fX(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (2.39)

����������������������������������������

����������������������������������������

�� [18]������������

• ���

– ���������(First Order Second Moment,FOSM) [19]���������

�����������������������(Tayler Series Expansion)�

�����������������������������������

�����������������������������������

���������������������������������

���������X ∼ N(µX , σ2
X)�����g���������g(x)�

���µX�����������������������������

�(2.40)�

g�(x) = g(µx) +
n�

i=1

∂g

∂xi
(xi − µxi) (2.40)

�g�(x)�������������������������X��g�(x)��g�(x)�

�����������������������(2.41)

22



g�(X) � N(µg� , σ
2
g�)






µg� = g(µx)

σ2
g� =

n�

i=1

�
∂g

∂xi

�2

σ2
xi

(2.41)

������������������������������g�(x)��

��������(2.42)���βr��������(Reliability Index)����

�(Safe Index)�

P̂f = Pr [g
�(X) > 0] = Φ

�
µg� − 0

σg�

�
= Φ(βr) (2.42)

������������������������g�(x)���������

�����������������������������������

������������� [19]�

– �����������(Advanced First Order Second Moment,AFOSM)��

�������������������Hasofer�Lind�1974������

� [20]�������H-L������������������������

�����������������������������������

��������

���������X�����g������������µX�������

�������������������(2.43)����������x���

����u��������������������

u =
x− µx

σx
(2.43)

�����������������������������������

�����������������������������������

���������������������(Most Probable Point,MPP)��

���������������(2.44)�

min
u

�u� (2.44)

subject to g(u) = 0

23



������������������u∗���������βr�������

����������������(2.45)�

P̂f = Φ(βr) = Φ(�u∗�) (2.45)

���������������������������������

�g�(x)��������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

�� ���������������������������������

� [21–23]��������������

• ���(Sampling Method)� �����(Monte Carlo Simulation,MCS) [6]�����

�������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

������

���������X�����g�������������������(2.46)�

����xi����X����������N�����Ig(x)����������

��������������������P̂f�

Ig(xi) =






1, if g(xi) > 0

0, else

P̂f(X) =
1

N

N�

i=1

Ig(xi)

(2.46)

������������������X��������Pf���������

�(2.47)�

Pf =

�

g(x)>0

Ig(x)fx(x)dx (2.47)

�������������������������������������

������������������������������������

������������������������������������
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������������������������������� [24]����

����������������������������(Variance Reduction

Techniques,VRT)��������(Importance Sampling,IS) [25]������(Redius

Based Important Sampling,RIS) [26]�

2.2.3 ���������������������������������

��(Time-dependent)���������������������������

���������������������������������������

�����������������������������������(Random

Process,Stochastic Process) [27]���2.17������X(t)����������t���

�����������������������

� 2.17: ��������

����������� [27]

• ������(Continuous-time Process)

����t ∈ R��������

• ������(Discrete-time Process)

����t = n ∈ Z��������

• ������(Continuous-value Process)

�������X(t)������������(��[−6 ∼ 4])

• ������(Discrete-value Process)

�������X(t)������������(��[−3, 1, 2])
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������������������������������(Random Sequence)�

����������������������������������������

�����������������������������X(t)���������

�������������������������t1���X(t1)���������

����������������������

FX(x, t1) = Pr[X(t1) ≤ x]

fX(x, t1) =
∂FX(x, t1)

∂x

���X(t)����������������������������t2���X(t)�

��������

FX(x1, x2; t1, t2) = Pr[X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2]

fX(x1, x2; t1, t2) =
∂2FX(x1, x2; t1, t2)

∂x1∂x2

���������n�����tn�������X(t)���������������

����(2.48)�(2.49)���

FX(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) = Pr[X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, . . . , X(tn) ≤ xn] (2.48)

fX(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) =
∂nFX(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
(2.49)

����������������������������n����������

������������X(t)�����������X(t)�������������

������������X(t)�����g��g(X(t))�X(t) = (X1(t), X2(t), · · · ,

Xn(t))������������������fX(x(t))���������������

��������������������[0, tmax]�����������������

������������

Pf(t) = Pr [g(X(t)) > 0] =

�

g(X(t))>0

fX(x(t))dx(t)

=

�
· · ·

�

g(t)>0

fX(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))dx1(t)dx2(t) . . . dxn(t) (2.50)

Re(t) = 1− Pf(t) = Pr [g(X(t)) < 0] =

�

g(X(t))<0

fX(x(t))dx(t)

=

�
· · ·

�

g(t)<0

fX(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))dx1(t)dx2(t) . . . dxn(t) (2.51)
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��������������������������������������

����������������������������������������

�������������������� [28–30]�����������������

����������������

2.2.4 ������������������������

����� [2]�������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

������������������������(2.52)�������������

���f(x,q)������g(x,q)������x������������������

����q�����������������������������

min
x

f(x,q)

s.t. g(x,q) ≤ 0
(2.52)

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������

��������������������(Reliability-Based-Design-Optimization) [3]�

��RBDO���������������������������������

�������������������������������������

�(Deterministic)��������������������������������
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�����������(2.52)��(2.53)�����������������X�Q��

������������µx�µq����������������Pf��������

����������������������Pf���������������Re�

�1− Pf�
min
µx

f(µx,µq)

s.t. Pr [g(X,Q) > 0] ≤ Pf

µLB
x ≤ µx ≤ µUB

x

X ∼ N(µx,σ
2
x)

(2.53)

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�������������������

2.3 ������������

�������������������������

• �����

�������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

������������������������������������

�������������������������������������

• ��������

������������������������������������

�������������������������������������

�����������������������(2.53)�����������

������������������������������������

������������������������������������
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������������������������������������

�2.2.3����������������������������������

������� [31]�������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�����������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������
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��� ��� ��� ������������

3.1 ���������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

������������������������������������3.1���

����������������������������������������

���������

� 3.1: ���������

� 3.2: �����������

������������������{xα : α = 1, . . . , ns}�����{gα : α =

1, . . . , ns}���3.2�������������������������������
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����������������������������������������

���������������������������������������

������xα���������������p̂α������gα���������

����������������µ̂���������Varµ̂�����σ̂�������

��Varσ̂����������������Covµ̂,σ̂�������������������

����������������������������������������

��F��������(3.1)�

F̂ =
�
F , F̂ , F

�

= F̂ ± z1−β/2ŝeF̂

= F̂ (t, µ̂(x), σ̂(x)± z1−β/2ŝeF̂ (t, µ̂(x), σ̂(x),
�Varµ̂(x),�Varσ̂(x), �Covµ̂,σ̂(x))

= F(t, β, p̂(x)) (3.1)

��t����β���������p̂(x)����������������������

����������������������������������������

�������µ̂�σ̂�

��������������������������������������

����

• ���

�������������������������������������

������������(�µ̂, σ̂ . . .)���������������������

�������������������������������������

��������������

• ���

�������������������������������������

�������������������������������������

���������

• ������

�������������������������������������

�������������������������������������

���������������������������������
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• �������

�������������������������������������

���������������������������������

3.2 ���������������

�����(Response Surface Methodology,Surrogate)��������������

��������������������������������������

������������������������ [32]�������������

�����������������(Regression Analysis)������(Artificial Neural

Network,ANN)�Kriging��������������������������3.1��

����������������

3.2.1 ������������

���� [33]��������������������������������

����������������������������������������

�����

• ������

������������������������������

ŷ = a+ bx (3.2)

��ŷ����x����a����b���������������������

�������������������������������������

��������������

• ������

�������������������������

ŷ = a+ b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn (3.3)
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��ŷ�����x1, x2, . . . , xn����a����b1, b2, . . . , bn�����������

�������������������������������������

�������������������������������������

�����������������������������������

• �����

���������������������������������

ŷ = f(xi,k) (3.4)

��ŷ���������xi�����k�������f(xi,k)���������

�������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

�����������

3.2.2 ���������������

����� [34]���1950�������������������������

����������������(Nerve Cells)������������(Soma)��

�(Axon)���(Dendrites)���(Synapses)��������������������

����������������������������������������

��������������������������(Excitatory Synapse)�����

����������������(Inhibitory Synapse)���������������

���������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

���������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������
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�������������������3.3��������������������

��������(3.5)�

� 3.3: ������

ŷ(x) = ϕ

�
n�

i=1

wixi + u

�
(3.5)

��xi�����wi�������������������������������

�����xi��wi�������������������������������

���������u������������������������������

��������
�
�����������������ϕ(Activation Function)����

��������ŷ�����

�������������������������������������

�����������������������

��������������

• ��

– ������������������

– ����������������������

• ��

– ��������������������������

– �����������������������

– �����������������������������������

��������������������������
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3.2.3 Kriging������

Kriging�� [35–37]�����������������������������

������������������������������Kriging�������

����������������(Variogram)������������������

����������������������������������������

�������������

(a) Kriging��������� (b) Kriging���������

� 3.4: ���������

��3.4a�������Kriging���������Kriging��������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

���Kriging�����������������Kriging�������������

��������������������������3.4b������������

�����������������������������Kriging��������

� [38]�

����Kriging����������������������
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• �������������������������������������

���������������������

• �������������������������������������

��������������������������

• ����Kriging���������������������������3.4b�

�����������������������

��Kriging�����������������������

3.3 ������������������������������

���������������������������������(3.6)�

min
µx

f(µx,µq)

s.t. Pr [g(X,Q) > 0] ≤ Pf

µLB
x ≤ µx ≤ µUB

x

X ∼ N(µx,σ
2
x)

(3.6)

������������(3.1)�������RBDO��������������

�“����������”(Time-depndence Reliability-Based-Design-Optimization)�

min
x

f(x,q)

s.t. F (t, β, p̂(x,q)) ≤ F �

tLB ≤ t ≤ tUB

xLB ≤ x ≤ xUB

(3.7)

f������x������p̂������������F���������F ����

��������β��������t������tLB�tUB�������������

���������������������F (t, β, p̂(x,q))������������

�����������������������
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3.4 ������������

��������������������������������������

������������������������������� ���������

� 3.5: ������������

���������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�������������������������������������

1 �������������������������������������

�������������������������������������

��→����→�����→�����→�����������������

����������������

2 �������������������������������������

������������
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3 ����������������������������

4 ����������������������������������

�������������������������
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��� ��� ��� Kriging���������������

Kriging����������������������������Krige�1951�

������������� [39]����1970���������Matheron���Krige�

���������������������������������������

�(Geostatistics)���������������(Spatial Statistics)�����Krige��

����������Kriging������Kriging�����������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�������������������������Matheron�����������

����������� [40]�����Kriging���������� [41]�

��1980����Kriging���������������(Computer Experiments)

[42]�����������������������Kriging����������

�����������DACE(Design and Analysis of Computer Experiments) [43]���

��Kriging������������������������������� [36]��

�������� [37]�������� [35]��

4.1 Kriging������

4.1.1 Kriging������������

Kriging�����������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

���������������������������4.1�o�����x�����

��
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� 4.1: ����������

�������ns������������gα�����������ĝ�Kriging�

�����������������������������(4.1)���λα�����

�������������������������������Kriging������

�������������������������

ĝ(x) =
ns�

α=1

λα(x)gα (4.1)

��������������������������������������

��������������������������������������

�(Stochastic Process)�����������������������(Multi Gaussian

Distribution)�������������������(Gaussian Process)���4.2���

��������������������� Kriging���������������

������������Kriging���������������

� 4.2: �������
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�������������G(x)���������(Deterministic)���(Stochastic)�

�������(4.2)����������yj(x)�����βj������Z(x) ����

���������σZ���������������(Departure)�

G(x) =
k�

j=1

βjyj(x) + Z(x) (4.2)

��������������������������������������

����4.2���������h��������G(xi)�G(xi + h)���������

�Z(xi)�Z(xi + h)���h�������Kriging�������xi���������

�����������xi + h�������������������������

���������������������������������������

������������������Z(xi)�Z(xi + h)��������������

���������������������������������������

�(Wide-sense Stationary Hypothesis)�����(Intrinsic Hypothesis)������

• �������������������������������

1. ������������������

E[G(x)] = m (4.3)

2. ������������������

Var[G(x)] = E[G(x)2] = E[Z(x)2] = σ2
Z (4.4)

3. �������������������(Covarance)�����������

����������

Cov(G(xi), G(xj)) = Cov(Z(xi), Z(xj))

= E[(Z(xi)−m)(Z(xj)−m)] = C1(h) (4.5)

��h = �xi − xj��C1(h)������������

• �����

1. �����������������������������������

����������

E[G(xi)−G(xj)] = C2(h) (4.6)
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2. �����������������������������������

����������

V ar[G(xi)−G(xj)] = E[(G(xi)−G(xj))
2] = C3(h) (4.7)

��h = �xi − xj��C2(h)�C3(h)��������������

4.1.2 Kriging������������

�������� [44]������������������(4.2)��� yj(x)��

����βj�������k��������������������k × 1�����

����������������(4.2)������(4.8)

y(x) =
�
y1(x), y2(x), . . . , yk(x)

�T

β =
�
β1, β2, . . . , βk

�T

G(x) = y(x)Tβ + Z(x) (4.8)

���ns��������{xα : α = 1, . . . , ns}�����������{gα : α =

1, . . . , ns}�������������(4.8)��������(4.9)�����������

��������������





g1

g2
...

gns




=





y1(x1) y2(x2) · · · yk(xns)

y1(x1)
...

...

y1(x1) · · · yk(xns)









β1

β2

...

βk




+





Z(x1)

Z(x2)
...

Z(xns)





gα = yαβ + Z (4.9)

����(4.1)�Kriging������������������������Kriging

Estimator�����(4.10)
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ĝ(x) = λα(x)
Tgα

= λα(x)
Tyαβ + λα(x)

TZ (4.10)

��������Kriging������������������������(Best

Linear Unbiased Estimation,BLUE)�����������������������

���(Unbiased)��Kriging�������������������(4.8)�Kriging

Estimator���(4.10)�������������(4.11)���������������

������������Kriging���������������

E[ĝ(x)] = E[G(x)]

E[λα(x)
Tyαβ + λα(x)

TZ] = E[y(x)Tβ + Z(x)]

λα(x)
Tyαβ = y(x)Tβ

yT
αλα(x) = y(x) (4.11)

���������������������������(4.5)��������

����������������(4.12)�R(xi,xj)�������(Spatial Correlation

Function)������������������������������������

��

E(Z(xi)Z(xj)) = Cov(Z(xi), Z(xj)) = σ2
ZR(xi,xj) (4.12)

��������������(Mean Square Error)����������Kriging

Estimator�����������������λα(x)���λα���

E[ĝ(x)−G(x)]2 =E[λT
αgα −G(x)]2

=E[λT
αgαg

T
αλα − 2λT

αgαG(x) +G(x)2]

=E[λT
α(yαβ + Z)(yαβ + Z)λα − 2λT

α(yαβ + Z)(y(x)Tβ + Z(x))

+ (y(x)Tβ + Z(x))2]

=(λT
αyαβ − yTβ)2 + σ2

Zλ
T
αRαλα + σ2

Z − 2σ2
Zλ

T
αr(x)

=σ2
Z(λ

T
αRαλα + 1− 2λT

αr(x))

=σ̂g(x) (4.13)
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��Rα�����������������������ns × ns�r(x)������

�����������������ns × 1�����

Rα =





R(x1,x1) R(x1,x2) · · · R(x1,xns)

R(x2,x1)
...

...

R(xns ,x1) · · · R(xns ,xns)




(4.14)

r(x) =





R(x1,x)

R(x2,x)
...

R(xns ,x)





����������������������(4.13)����������(4.11)�

����������������������������������������

������������(4.15)�

min
λα

σ2
Z(λ

T
αRαλα + 1− 2λT

αr(x)) (4.15)

s.t. yT
αλα = y(x)

���(4.15)���������������(Largrange Function)(4.16)�����

�ν�������(Largrange Multipliers)�

Lν = σ2
Z(λ

T
αRαλα + 1− 2λT

αr(x)) + 2ν[yT
αλα − y(x)] (4.16)

���������λα����

2
�
σ2
ZRαλα − σ2

zr(x) + yν
�
= 0 (4.17)

���(4.11)����(4.17)�����λα�ν��������������(4.18)�



 σ2
ZRα yα

yT
α 0







 λα

ν



 =



 σ2
Zr(x)

y(x)



 (4.18)
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����������(4.18)�����λα��Kriging Estimator�������

�(4.19)��Kriging�����������(4.13)��������������

�(4.20)�

ĝ(x) = λT
αgα =

�
r(x)T y(x)T

�


 Rα yα

yT
α 0




−1 

 gα

0



 (4.19)

σ̂g(x) = σ2
Z(1 + λT

αRαλα − 2λT
αr(x))

= σ2
Z



1−
�
r(x)T y(x)T

�


 Rα yα

yT
α 0




−1 

 r(x)

y(x)







 (4.20)

���������Kriging������Universal Kriging����������

�����yj(x)��1�������Ordinary Kriging�����(4.21)(4.22)�Ordinary

Kriging���������������������������������

�(4.23)�

ĝ(x) =
�
r(x)T 1

�


 Rα 1

1 0




−1 

 gα

0



 (4.21)

σ̂g(x) = σ2
Z



1−
�
r(x)T 1

�


 Rα 1

1 0




−1 

 r(x)

1









= σ2
Z(1− r(x)TR−1

α r(x)) (4.22)

1Tλα(x) = 1 (4.23)

�����������Kriging���Ordinary Kriging����������Ordinary

Kriging������������������������(4.12)����������

������������������Kriging��������������(Fitting)�

����������������������������������������

���������������������Kriging����� [45]���������

��� [46]�
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4.1.3 ���������

���(Variogram)������������������������������

����������������� [47,48]�������������������

�(4.7)�������(4.24)���2γ(h)�����

2γ(h) = E[(G(xi)−G(xj))
2] (4.24)

��������������������Z(x)��������������

�(4.25)���γ(h)�����(Semivariogram)

2γ(h) = E[(G(xi)−G(xj))
2] = E[G(xi)

2 − 2G(xi)G(xj) +G(xj)
2]

∵ E[G(xi)
2] = E[G(xj)

2] = σ2
Z

E[G(xi)G(xj)] = Cov(G(xi), G(xj)) = Cov(Z(xi), Z(xj))

∴ E[G(xi)
2 − 2G(xi)G(xj) +G(xj)

2] = 2σ2
Z − 2Cov(Z(xi), Z(xj))

∴ γ(h) = σ2
Z − Cov(Z(xi), Z(xj)) (4.25)

���������4.3������h�����γ�����������������

����������������������������������������

��������������������������������(Sill)������

�������������(Influence Range)����������������(Nugget

Effect)�

� 4.3: ��������
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��������������������������������������

����������������������(Theoretical Variogram)�������

�������������

• ����(Spherical Model)

γ(h) =






C0 + σ2
Z

�
3h
2a − h3

2a3

�
, 0 ≤ h ≤ a

C0 + σ2
Z , h > a

0, h = 0

(4.26)

R(h) =






1− 3h
2a − h3

2a3 , 0 ≤ h ≤ a

0, h > a
(4.27)

���������������������C0��������σ2
Z������

��C0 + σ2
Z�������a�������R(h)���������������

������Kriging�������������

• ����(Exponential Model)

γ(h) =






C0 + σ2
Z

�
1− exp

�
− h

L

��
, h > 0

0, h = 0
(4.28)

R(h) =






exp
�
− h

L

�
, h > 0

0, h = 0
(4.29)

�������������3L�������������

• ����(Gaussian Model)

γ(h) =






C0 + σ2
Z

�
1− exp

�
− h2

L2

��
, h > 0

0, h = 0
(4.30)

R(h) =






exp
�
− h2

L2

�
, h > 0

0, h = 0
(4.31)
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�������������7L
4 �������������

��������������������������������������

������� ���(4.25)���������������������������

�������� �������������������������������

��������������(4.24)������(4.32)����������(Empirical

Variogram)�

2γ(h) =
1

N(h)

�

N(h)

[g(x)− g(x+ h)]2 (4.32)

��N(h)������������������h�������������

���h�������������������������h���������

�4.4�x������h1�h2��������������h1����N(h1)������

��h2����N(h2)�������

� 4.4: ��������

• ���Camelback�� [49]

f(x) = −0.1 +

�
4− 2.1x2

1 +
x4
1

3

�
x2
1 + x1x2 +

�
−4 + 4x2

2

�
x2
2 (4.33)
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��������������4.5a������������x����������

����������������(4.32)��������4.5b������������

�(Variogram Cloud)�

(a) Camelback����� (b) Camelback�����

� 4.5: ��������������

��������������������������������������

����������4.6������������γ����������������

��������������������h�������������������

����(Experimental Variogram)�������������������������

������������������(4.34)�����������������4.7�

2γ(h) =
1

N(hd)

�

N(hd)

[g(xi)− g(xj)]
2 (4.34)

hl
d ≤ �xi − xj� ≤ hu

d

hd =
1

2
(hl

d + hu
d)
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� 4.6: ��������� � 4.7: Camelback������

����������Kriging�������������������������

����������������������������������������

������������� ���������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

��(4.35)���γα�������γt�����������������������

��d�������������������

min
C0,L,σ2

Z

����
d�

i=1

[γα(hi)− γt(hi)]
2 (4.35)

� 4.8: ��������������

���Camelback�� [49]���������(4.33)�������4.5�������

�����������������������4.8������Kriging������
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������4.9�

(a) �������� (b) �����������

� 4.9: ����������������

4.2 Cokriging������

Kringing��������������������������������

�Kriging������������������������������������

����������������������������������������

����Cokriging���Cokriging������������������������

����������������������������������������

��������������������������� [50]�

4.2.1 Cokriging������������

Cokriging���Kriging���������������������������

��������������������������������nc������

�nk
s������������gk,α������������ĝi�Cokriging�����

�Kriging������������������������������������
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����������(4.36)�

ĝi(x) =
nc�

k=1




nk
s�

α=1

λk,α(x)gk,α



 (4.36)

��������Cokriging����������������������������

����������������������������������������

���������������������������������������

�����������������������������

• ���������������������������

1. �������������������������(4.3)

E[Gk(x)] = mk (4.37)

2. �������������������������(4.4)

Var[Gk(x)] = E[Gk(x)
2] = E[Zk(x)

2] = σ2
Zk

(4.38)

3. �����������������������������������

��������������k = l���������(4.5)

Cov(Gk(xi), Gl(xj)) = Cov(Zk(xi), Zl(xj))

= E[(Zk(xi)−mk)(Zl(xj)−ml)] = C1(h) (4.39)

��h = �xi − xj��C1(h)������������

• �����

1. �����������������������������������

������������k = l���������(4.6)

E[Gk(xi)−Gl(xj)] = C1(h) (4.40)

2. �����������������������������������

������������k = l���������(4.7)

V ar[Gk(xi)−Gl(xj)] = E[(Gk(xi)−Gl(xj))
2] = C2(h) (4.41)

��h = �xi − xj��C1(h)�C2(h)��������������
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4.2.2 Cokriging������������

��������(4.2)��������������������������

�gk���n������������(4.43)

ĝi(x) =
nc�

k=1




nk
s�

α=1

λk,α(x)gk,α



 (4.42)

gk(x) =
n�

j=1

βk,jyk,j(x) + Zk(x) (4.43)

yk,j��k�������j������βk,j�yk,j������Zk�����������

��σk��������Cokriging�������������������������

���������������������(4.43)���������������

Gi(x) =
nc�

k=1

Gk(x) =
nc�

k=1

�
y(x)Tβ + Zk(x)

�
(4.44)

�nk
s��������{xk,α : α = 1, . . . , nk

s}����������{gk,α : α =

1, . . . , nk
s}�������������(4.44)��������(4.45)��������

�����������������





gk,1

gk,2
...

gk,nk
s




=





yk,1(x1) yk,2(x2) · · · yk,j(xnk
s
)

yk,1(x1)
...

...

yk,1(x1) · · · yk,j(xnk
s
)









βk,1

βk,2

...

βk,j




+





Zk(x1)

Zk(x2)
...

Zk(xnk
s
)





gk,α = yk,αβk + Zk (4.45)

����(4.36)�Cokriging�������������������������

����Cokriging Estimator�����(4.46)
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ĝi(x) = λk,α(x)
Tgk,α

= λk,α(x)
Tyk,αβk + λk,α(x)

TZk (4.46)

���Cokriging�����������Kriging�������������

�������������Cokriging������������������

�(4.44)�Cokriging Estimator���(4.46)�������������((4.47)����

�����������������������Cokriging�������������

���

E[ĝi(x)] = E[Gi(x)]

E[λk,α(x)
Tyk,αβk + λk,α(x)

TZk] = E[yk(x)
Tβk + Zk(x)]

λk,α(x)
Tyk,αβk = yk(x)

Tβk

yT
k,αλk,α(x) = yk(x) (4.47)

����������������������(4.39)�������������

�����������(4.48)�R(xi,xj)�������(Spatial Correlation Function)�

�������������������������������������

�k = l����������(4.12)�

E(Zk(xi)Zl(xj)) = Cov(Zk(xi), Zl(xj)) = σZk
σZl

R(xi,xj) (4.48)

�����������������Cokriging Estimator������������

�����������λk,α(x)���λk,α
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E[ĝi(x)−Gi(x)]
2 =E[λT

k,αgk,α −Gi(x)]
2

=E[λT
k,αgk,αg

T
k,αλk,α − 2λT

k,αgk,αGi(x) +Gi(x)
2]

=E[λT
k,α(yk,αβk + Zk)(yk,αβk + Zk)λk,α − 2λT

k,α(yk,αβk + Zk))(yk(x)
Tβk + Zk(x))...

+ (yk(x)
Tβk + Zk(x))

2]

=(λT
k,αyk,αβk − yT

k βk)
2 + λT

k,αRklλl,α + σZi2− 2λT
k,αrki(x)

=λT
k,αRklλl,α + σ2

Zi
− 2λT

k,αrki(x)

=σ̂gi(x) (4.49)

Rkl���������������������������nk
s × nl

s�rki(x)���

�������������������nk
s × 1

Rkl = σZk
σZl





R(h11) R(h12) · · · R(h1nl
s
)

R(h21)
...

...

R(hnk
s1
) · · · R(hnk

sn
l
s
)




(4.50)

rki(x) = σZk
σZi





R(x1,x)

R(x2,x)
...

R(xnk
s
,x)





��������Cokriging����������������(4.49)������

�Cokriging�����������������������������������

�����������������������(4.51)

min
λk,α

λT
k,αRklλl,α + σ2

Zi
− 2λT

k,αrki(x) (4.51)

s.t. yT
k,αλk,α(x) = yk(x)

���(4.51)���������������(Largrange Function)(4.52)���νk��

�����(Largrange Multipliers)�

55



Lν = λT
k,αRklλl,α + σ2

Zi
− 2λT

k,αrki(x) + 2νk[y
T
k,αλk,α(x)− yk(x)] (4.52)

���������λk,α����

Rklλl,α − rki(x) + νkyk,α = 0 (4.53)

���(4.47)����(4.53)�����λk,α�νk��������������(4.54)�



 Rkl yk,α

yT
k,α 0







 λk,α

νk



 =



 rki(x)

yk(x)



 (4.54)

����������(4.54)�����λk,α��Cokriging Estimator������

��(4.55)��Kriging�����������(4.49)��������������

�(4.56)�

ĝi(x) = λT
k,αgk,α =



 rki(x)

yk(x)







 Rkl yk,α

yT
k,α 0




−1 

 gk,α

0



 (4.55)

σ̂gi(x) = λT
k,αRklλl,α + σ2

Zi
− 2λT

k,αrki(x)

= σ2
Zi

−



 rki(x)

yk(x)







 Rkl yk,α

yT
k,α 0




−1 

 rki(x)

yk(x)



 (4.56)

������(4.55)(4.54)����Cokriging�����������Cokriging���

���������������Orindary Cokriging��������������gi��

���1����gk�����0(k �= i)���������yi(x)��1�yk(x)��0(k �= i)�

�������������Orindary Cokriging����������(4.57)�

yT
i,αλi,α = 1

yT
k,αλk,α = 0 k �= i (4.57)
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�������������������������nc�2��k = 1, 2�g1��

������g2�������������(4.54)-(4.56)������(4.57)�����

�(4.58)-(4.60)� 



R11 R12 11 01

R21 R22 02 12

1T
1 0T

2 0 0

0T
1 1T

2 0 0









λ1,α

λ2,α

ν1

ν2




=





r11(x)

r21(x)

1

0




(4.58)

ĝ1(x) = λT
1,αg1,α + λT

2,αg2,α

=





r11(x)

r21(x)

1

0









R11 R12 11 01

R21 R22 02 12

1T
1 0T

2 0 0

0T
1 1T

2 0 0





−1 



g1,α

g2,α

0

0




(4.59)

σ̂g1(x) = λT
1,αR11λ1,α + σ2

Z1
− 2λT

1,αr11(x) + λT
2,αR22λ2,α

+ 2λT
1,αR21λ2,α − 2λT

2,αr21(x)

= σ2
Z1

−





r11(x)

r21(x)

1

0









R11 R12 11 01

R21 R22 02 12

1T
1 0T

2 0 0

0T
1 1T

2 0 0





−1 



r11(x)

r21(x)

1

0




(4.60)

Cokriging���Kriging����������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�����

4.2.3 ���������������

�����(Cross-Variogram)�������������������������

���������������������������������������

�����������������(4.41)�������(4.61)�2γkl(h)�������

�k = l�����������(4.24)
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2γkl(h) = E[(Gk(xi)−Gl(xj))
2] (4.61)

����������������������Gk(x)�Gl(x)����������

�������(4.62)���γkl(h)�������(Cross-semivariogram)

2γkl(h) = E[(Gk(xi)−Gl(xj))
2] = E[Gk(xi)

2 − 2Gk(xi)Gl(xj) +Gl(xj)
2]

∵ E[Gk(xi)
2] = σ2

Zk
,E[Gl(xi)

2] = σ2
Zl

E[Gk(xi)Gl(xj)] = Cov(Gk(xi), Gl(xj)) = Cov(Zk(xi), Zl(xj))

∴ E[Gk(xi)
2 − 2Gk(xi)Gl(xj) +Gl(xj)

2] = σ2
Zk

+ σ2
Zl
− Cov(Zk(xi), Zl(xj))

∴ γkl(h) = (σ2
Zk

+ σ2
Zl
)/2− Cov(Zk(xi), Zl(xj)) (4.62)

���������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

���(4.61)������(4.63)������������(Empirical Crossvariogram)�

2γkl(h) =
1

N(h)

�

N(h)

[gk(x)− gk(x+ h)][gl(x)− gl(x+ h)] (4.63)

��N(h)������������������h���������������

�h��������������������������������h����

��x�o�����������������������������h1�h2����

����������h1����N(h1)��������h2����N(h2)�������

� 4.10: �������������
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���������������������Camelback�� [49]�������

�������������������(4.65)�(4.66)� ��������������

��4.11���������

•

f1(x) = −0.1 +

�
4− 2.1x2

1 +
x4
1

3

�
x2
1 + x1x2 +

�
−4 + 4x2

2

�
x2
2 (4.64)

f2(x) = f1(x) + x1x
2
2 + x2

2 (4.65)

f3(x) = x1x2 − f1(x) (4.66)

(a) f1(x)����� (b) f2(x)�����

(c) f3(x)�����

� 4.11: ��������

�������������Cokriging���������������������

����������������������������������������
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��(4.12)���x�o������f1(x)�f2(x)�f3(x)�����������(4.13)��

������f1(x)���f2(x)���������f1(x)���f3(x)��������

(a) f1(x)���f2(x)������ (b) f1(x)���f3(x)������

� 4.12: ����������

(a) f1(x)���f2(x)������� (b) f1(x)���f3(x)�������

� 4.13: �������
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�����������������������������(4.63)������

�����(Crossvariogram Cloud)���4.15����������(4.67)�������

�����(Experimental Crossvariogram)�

(a) f1(x)���f2(x)�������� (b) f1(x)���f3(x)��������

� 4.14: �����������

(a) f1(x)���f2(x)��������� (b) f1(x)���f3(x)���������

� 4.15: ��������������
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2γkl(h) =
1

N(hd)

�

N(hd)

[gk(xi)− gk(xj)][gl(xi)− gl(xj)] (4.67)

hl
d ≤ �xi − xj� ≤ hu

d

hd =
1

2
(hl

d + hu
d)

���������������������Cokriging��������Kriging���

�������������������������σZk
σZk
��������σZk

σZl
�

�Permissible����(���4.2.4)��������(4.56)�������������

���������������������������������������

���������������(4.68)������Permissible�����������

�(4.69)���θkl�σZkZl
�����������������������������

����������������σ2
Z���σZk

σZl

min
θkl,σZkZl

nc�

k=1






�
d�

i=1

[γαkl
(hi)− γtkl(hi)]

2

�1/2



 (4.68)

s.t.Per(σZkZl
) (4.69)

4.2.4 Permissible������

���������nk
s����{xk,α : α = 1, . . . , nk

s}����������{gk,α(xk,α) :

α = 1, . . . , nk
s}���gi����������λk,αgk,α�������������(4.70)

Var[gi] = Var
�
λk,αgk,α

�

= λT
k,αRklλl,α ≥ 0 (4.70)

Rkl�����������������������(4.50)������������

������������������Rkl(h)��������(Positive semi-definite)�

����������(Symmetric matrix)��������������������

���������������� [51]���Rkl(h)���������������

����������������������������σZkZl
���������

62



���������������������������������������

�nc = 3��

σZkZl
=





σZ1Z1 σZ1Z2 σZ1Z3

σZ2Z1 σZ2Z2 σZ2Z3

σZ3Z1 σZ3Z2 σZ3Z3





• �����������

σZ1Z1 ≥ 0, σZ2Z2 ≥ 0, σZ3Z3 ≥ 0

• ���������������


 σZ1Z1 σZ1Z2

σZ2Z1 σZ2Z2



 = σZ1Z1 × σZ2Z2 − [σZ2Z1 ]
2 ≥ 0



 σZ2Z2 σZ2Z3

σZ3Z2 σZ3Z3



 = σZ2Z2 × σZ3Z3 − [σZ3Z2 ]
2 ≥ 0



 σZ1Z1 σZ1Z3

σZ3Z1 σZ3Z3



 = σZ1Z1 × σZ3Z3 − [σZ3Z1 ]
2 ≥ 0

• �������������
���������

σZ1Z1 σZ1Z2 σZ1Z3

σZ2Z1 σZ2Z2 σZ2Z3

σZ3Z1 σZ3Z2 σZ3Z3

���������

= σZ1Z1(σZ2Z2 · σZ3Z3 − [σZ2Z3 ]
2)

−σZ1Z2(σZ2Z1 · σZ3Z3 − σZ3Z1 · σZ2Z3)

+σZ1Z3(σZ2Z1 · σZ3Z2 − σZ3Z1 · σZ2Z2) ≥ 0
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�Permissible����������Cokriging������������������

���������������������������������������

��������������������� [44,50]��Cokriging���������

�2��3�������

4.3 Kriging���Cokriging������������������

����������������Kriging���Cokriging�����������

��Camelback�� [49]������������������(4.71)�(4.72)�����

��������������100������4.16���

f1(x) = −0.1 +

�
4− 2.1x2

1 +
x4
1

3

�
x2
1 + x1x2 +

�
−4 + 4x2

2

�
x2
2 (4.71)

f2(x) = f1(x) + x1x
2
2 + x2

2 (4.72)

(a) f1(x)����� (b) f2(x)�����

� 4.16: �����������������

���f1(x)������f2(x)���������f1(x)���������f2(x)��

�����Kriging���Cokriging��������������������4.17��

��B�����������(Root Mean Squared Error,RMSE)�����������

�(4.73)�
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� 4.17: Kriging�Cokriging�����

RMSE =

��Nv

i=1(f
(i)
1 − f̂1

(i)
)2

Nv
(4.73)

�4.18��4.2�4.1��������90����������100�����������

����

(a) n1
k = 90�Kriging���� (b) n1

k = 90, n2
k = 100�Cokriging����

� 4.18: ���������������������
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� 4.1: Kriging���Cokriging������

Location Response Kriging Cokriging

x1 x2 f1(x) f̂1(x) |error| f̂1(x) |error|

1 0.2448 0.1300 0.0976 0.0955 0.0021 0.0991 0.0015

2 -0.4619 -0.5674 0.0499 0.0460 0.0039 0.0471 0.0028

3 0.6226 -0.6615 -0.2418 -0.1143 0.1275 -0.2369 0.0049

4 -0.6252 -0.7359 0.6297 0.8588 0.2291 0.7467 0.1170

5 0.6257 0.4765 0.7601 0.7580 0.0021 0.7540 0.0265

6 -0.2322 0.1941 -0.0805 -0.0892 0.0087 -0.0540 0.0265

7 0.6122 -0.4776 0.1249 0.1225 0.0024 0.1237 0.0012

8 0.9951 -0.0208 2.1030 1.7094 0.3936 1.9958 0.1072

9 -0.8300 0.1337 1.5867 1.3899 0.1968 1.8441 0.2573

10 -0.2216 -0.8924 -0.3597 -0.3333 0.0263 -0.3675 0.0079

� 4.2: �������

Kriging Cokriging

RMSE 0.1622 0.0960

��������������������������������������

����4.19�����������������10����

� 4.19: ������Kriging�Cokriging���������
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�����������������Kriging���Cokriging���������

������(Leave One Out)�������������������4.20�����

�f1�B����

� 4.20: Kriging�Cokriging����������

��������������������������������������

�10������ ��4.21���

� 4.21: ������Kriging�Cokriging���������

��4.19�4.21�������������������������������

������������Cokriging�����������������������

�������������������Cokriging���������Kriging����

����Cokriging�����Kriging����

�����Kriging���Cokriging���������

• Kriging��

�������������������������������������

��������������Cokriging���Permissible���
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• Cokriging��

�������������������������������������

��������Kriging��������������������������

������������������4.21������������������

��������������������Kriging���

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

��������������(4.74)�������������0�200m�������

��200m�1.3km���������������������������

γ12(h) = 0.3Sph(h/200m) + 0.26Exp(h/1.3km) (4.74)

��������������������������������������

��������Kriging�Cokriging�����������������������

��������������������������������������

�4.21�Cokriging������������Kriging���
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��� ��� ��� ������������

5.1 ���������������������������

5.1.1 ������������������������������������������

���������������������5.1�����������

�(L)�50mm���(W)�10mm���(H)�10mm��������������200000Mpa�

�����0.3������������������21000N������������

������������������250MPa�������

� 5.1: �����

��������������������������������������

��������60�������������������������������

�������������5.1���������������������5.2���

���������������������������������������

��

� 5.1: �������

���� �� ��

����(E) N(200000, 1000) MPa

���(P) N(21000, 500) N

� 5.2: �����������
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����������������������������5.3���������

� 5.3: �������������

����������������886��1000�����60����������

��������3�������������������������������

���������������������������5.7������������

���������������������µ̂=6.8752�σ̂=0.0437����������

������� ��5.2�����������������������

� 5.4: ��������

��(��) ����� �� ��

886 60 1 2

892 57 1 2

898 54 0 3

. . . . . . . . . . . .

994 6 3 0

1000 3 0 3 � 5.2: ������������

5.1.2 ���������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������
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��������������������16�������������������

��������������������������16�������������

���������������������16������������������

��5.3������������������������5.5��16��������

������

� 5.3: �������������

����x ���������

�(W) �(H) µ̂ σ̂

1 10 10 6.8752 0.0437

2 10 20 6.8792 0.0408

3 10 30 6.8810 0.0393
...

...

15 40 30 6.8867 0.0352

16 40 40 6.8848 0.0366 � 5.5: �������������

5.1.3 Kriging���Cokriging������������

��������������������������������������

����������������������Kriging�Cokriging���������

�����������������������������5.4�

� 5.4: ���������������

�� µ̂ σ̂

Kriging 3.3333e-06 3.9909e-08

Cokriging 4.7156e-06 6.6135e-07

����Kriging�����Cokriging���������������������

������������������������������0∼1��������

���10�20�30�40����������0�0.3333�0.6667�1����������

�������������0∼1����
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• Kriging������

(a) �����µ̂����� (b) �����σ̂�����

� 5.6: ����������Kriging�������

• Cokriging������

(a) �����µ̂��� (b) �����µ̂�����

� 5.7: ����������µ̂�Cokriging�������
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(a) �����µ̂�σ̂��� (b) �����µ̂�σ̂�������

� 5.8: ����������µ̂�σ̂�Cokriging���������

(a) �����µ̂��� (b) �����µ̂�σ̂�����

� 5.9: ����������σ̂�Cokriging�������

���������������������Kriging��������������

����

5.1.4 ������������������������������

������������������������������(3.1)��Kriging�

���������������������������(5.1)���x�������

�������p(x)����������������

F̂ (t) = F(t, p̂(x)) = F(t, µ̂(x), σ̂(x)) (5.1)

�����(3.7)���������������������������������
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�����������������������������������(5.2)���

min
x

f(x)

s.t. F(t, p̂(x)) ≤ F �

tLB ≤ t ≤ tUB

xLB ≤ x ≤ xUB

(5.2)

�����5.2������������������������������

�������������������������������tLB ≤ t ≤

tUB�900��980����������������������������

�5.10��������������������µ�=6.886�σ�=0.035������

�µ̂=6.8866�σ̂=0.0353������������19.2616mm��33.4069mm������

������µ�=6.881�σ�=0.0389�������µ̂=6.8866�σ̂=0.042���������

���10mm��27.6237mm��������5.5��5.11�

(a) ������ (b) ������

� 5.10: ����������������

� 5.5: �������������

������ ���������� ����������

�(W)(mm) �(H)(mm) µ̂ σ̂ µ� σ�

1 19.2616 33.4069 6.8866 0.0353 6.886 0.035

2 10 27.6237 6.8816 0.042 6.881 0.0389

74



(a) ������� (b) �������

� 5.11: ��������������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

��������������������������������
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5.2 ���������������������

5.2.1 ������������������������������������������

�5.12���������(�������)������(m)�����������

�������������������������75��������������

����25���������������������������2.5������

����������0.1m������(D/16)m������������������

�250MPa������������������

� 5.12: �������

��������������������������������������

�����������30����������������������������

������������������5.6���������������������

��5.13���������������������������(Mpa)������

���������������

������������������������������5.14������

���

����������������820��960�����30�����������

�������4��������������������������������
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� 5.6: ���������

���� �� ��

����(E) N(200000, 5000) MPa

��(W) N(75, 20) Kg

���� 2.5 ��

� 5.13: �������������

� 5.14: �����������������

������������������������������5.7���������

������������������������µ̂=6.8132�σ̂=0.05��Varµ̂=1.0094e-

04��Varσ̂=6.099e-05��Covµ̂,σ̂=-1.29e-05�������������95%��������

��5.2����������������������������������95%�

����

� 5.7: ����������

��(��) ����� �� ��

820 30 3 1

840 26 4 0

860 22 3 1

. . . . . . . . . . . .

940 6 2 2

960 2 0 2 � 5.15: ��������������
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5.2.2 ���������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������

������������������������������5.16���

� 5.16: ����������

������������������������������64�������

�����������������������������5.8����������

������������������

� 5.8: ������������

����(m) ���������

D1 D2 D3 µ̂ σ̂ �Varµ̂ �Varσ̂ �Covµ̂,σ̂

1 0.100 0.100 0.100 6.8132 0.0500 1.0094e-04 6.0999e-05 -1.2900e-05

2 0.100 0.115 0.100 6.8142 0.0508 1.0617e-04 6.5011e-05 -1.1379e-05

3 0.100 0.130 0.100 6.8160 0.0516 1.1448e-04 7.1224e-05 -7.9011e-06
...

...
...

63 0.145 0.130 0.145 6.8314 0.0425 1.1067e-04 6.2591e-05 7.3166e-05

64 0.145 0.145 0.145 6.8297 0.0428 1.0770e-04 6.1880e-05 4.8179e-05
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����������������������������5.17��64�����

������������95%��������

(a) ������������� (b) ���������95%��������

� 5.17: 64��������������

5.2.3 Kriging���Cokriging������������

�������������������������������������

���������������������������Kriging�Cokriging����

����������������������������������5.9�

� 5.9: �����������������

�� µ̂ σ̂ �Varµ̂ �Varσ̂ �Covµ̂,σ̂
Kriging 1.1950e-07 2.1558e-08 1.0365e-08 3.2098e-08 1.9447e-08

Cokriging 2.6068e-06 1.2040e-06 1.2695e-06 3.6631e-06 7.0216e-07

����Kriging�����Cokriging���������������������

������������������������������0∼1��������

���0.100�0.115�0.130�0.145����������0�0.3333�0.6667�1�����

������������������0∼1����
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• Kriging������

(a) �����µ̂����� (b) �����σ̂�����

(c) ������Varµ̂����� (d) ������Varσ̂�����

(e) ������Covµ̂,σ̂�����

� 5.18: ���������Kriging�������

• Cokriging������
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(a) �����µ̂��� (b) �����µ̂�����

� 5.19: ���������µ̂�Cokriging�������

(a) �����µ̂�σ̂��� (b) �����µ̂�σ̂�������

� 5.20: ���������µ̂�σ̂�Cokriging���������

(a) �����µ̂��Varµ̂��� (b) �����µ̂��Varµ̂��������

� 5.21: ���������µ̂��Varµ̂�Cokriging���������
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(a) �����µ̂��Varσ̂��� (b) �����µ̂��Varσ̂��������

� 5.22: ���������µ̂��Varσ̂�Cokriging���������

(a) �����µ̂��Covµ̂,σ̂��� (b) �����µ̂��Covµ̂,σ̂��������

� 5.23: ���������µ̂��Covµ̂,σ̂�Cokriging���������

(a) �����σ̂��� (b) �����σ̂�����

� 5.24: ���������σ̂�Cokriging���������
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(a) �����σ̂��Varµ̂��� (b) �����σ̂��Varµ̂��������

� 5.25: ���������σ̂��Varµ̂�Cokriging���������

(a) �����σ̂��Varσ̂��� (b) �����σ̂��Varσ̂��������

� 5.26: ���������σ̂��Varσ̂�Cokriging���������

(a) �����σ̂��Covµ̂,σ̂��� (b) �����σ̂��Covµ̂,σ̂��������

� 5.27: ���������σ̂��Covµ̂,σ̂�Cokriging���������
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(a) ������Varµ̂��� (b) ������Varµ̂������

� 5.28: ����������Varµ̂�Cokriging�������

(a) ������Varµ̂��Varσ̂��� (b) ������Varµ̂��Varσ̂��������

� 5.29: ����������Varµ̂��Varσ̂�Cokriging���������

(a) ������Varµ̂��Covµ̂,σ̂��� (b) ������Varµ̂��Covµ̂,σ̂��������

� 5.30: ����������Varµ̂��Covµ̂,σ̂�Cokriging���������
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(a) ������Varσ̂��� (b) ������Varσ̂������

� 5.31: ����������Varµ̂��Varσ̂�Cokriging���������

(a) ������Varσ̂��Covµ̂,σ̂��� (b) ������Varσ̂��Covµ̂,σ̂��������

� 5.32: ����������Varσ̂��Covµ̂,σ̂�Cokriging���������

(a) ������Covµ̂,σ̂��� (b) ������Covµ̂,σ̂������

� 5.33: ����������Covµ̂,σ̂�Cokriging�������
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���Cokriging�����������Permissible���������������

��������������5.21b�5.26b�5.29b�5.28b�5.31b����������

����������������������������������������

��������5.25��Kriging�������������������������

����������������Kriging������������������

5.2.4 ������������������������������

��������������������������������(3.1)�

�Kriging���������������������������(5.3)�����β�

��������������������x�D1�D2�D3�p̂(x)����������

�����F̂�����F�F���������

F̂ =
�
F , F̂ , F

�

= F̂ ± z1−β/2ŝeF̂

= F(t, β, p̂(x))

= F̂ (t, µ̂(x), σ̂(x))± z1−β/2ŝeF̂ (t, µ̂(x), σ̂(x),
�Varµ̂(x),�Varσ̂(x), �Covµ̂,σ̂(x)) (5.3)

�����(3.7)�������������������������������

�������������������������������(5.4)���

min
x

f(x)

s.t. F(t, β, p̂(x)) ≤ F �

tLB ≤ t ≤ tUB

xLB ≤ x ≤ xUB

(5.4)

�����(5.4)����������������������������

������������������������������tLB ≤ t ≤ tUB�

� �850��930������������������������������

�µ� = 6.82�σ� = 0.053���5.10�������������5.34�
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� 5.10: ���������������

���� ���� ����

µ� σ� tLB ≤ t ≤ tUB

6.82 0.053 [850, 930]

� 5.34: ����������������

����������������5.11�������µ̂ = 6.8254�σ̂ = 0.0453��Varµ̂
=1.065e-04��Varσ̂ =6.1915e-05��Covµ̂,σ̂=-1.4361e-06������D1=0.1m�D2=0.1049m

�D3=0.1437m�

� 5.11: ���������������

����(m) ����������

D1 D2 D3 µ̂ σ̂ �Varµ̂ �Varσ̂ �Covµ̂,σ̂

0.100 0.1049 0.1437 6.8254 0.0453 1.0650e-04 6.1915e-05 -1.4361e-06

���������������������5.35��������������

�95%������������������

� 5.35: ����������������
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�������������������������������������

����������������������������������������

������5.11��������������������������������

���������������������������������������

�����������������������������������95%���

��

5.3 ������

�����������������Kriging�Cokriging������Kriging���

���������Cokriging��������������Permissible��������

����������������������������������������

�������Kriging������������������
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��� ��� ��� ������

��������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

������

6.1 ������������

�����������������

1. �����������������������

2. �������������Kriging�Cokriging����������������

�������

3. �����������������������Kriging���Cokriging����

��������Cokriging�������������������������

����

4. �������������������������������������

�����������������������

6.2 ������

�2.1.7�����������������������������������

���������������������������������������

���������������������������������������

���������������Kriging���������������������

����������������������15 × 15mm2�40 × 40mm2������

�����60���������10������������������6.1� ���
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����������������������������������������

���������������������������������6.2�����

����������������������������������������

�����

(a) ���15× 15mm2�������� (b) ���40× 40mm2��������

� 6.1: �����������������

� 6.2: �����������������

Kriging������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�����6.3����������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������
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����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������������

�����

� 6.3: �������

6.3 ������������������

��������������������������������������

������������������������

1. �������������������������������������

�������������������������������������

�������������������������������������

������������

2. �������������������������������������

��������������

3. ��Cokriging�������������������������������

�������������������������������������

���������������������
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